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Conteudo produzido no contexto das pesquisas e experiéncias prdticas da KTH no desenvolvimento de solugbes para mercados
financeiros.

Introducao

No nosso primeiro artigo da série falamos de forma superficial sobre a volatilidade implicita, como ela se
conecta com o mundo dos investimentos e sobre as diferentes maneiras de olhar a volatilidade. Nesse
artigo iremos aprofundar como a teoria proposta inicialmente se afasta da realidade. O modelo Black &
Scholes (B&S), desenvolvido no inicio dos anos 1970, revolucionou o mercado financeiro ao fornecer
uma férmula fechada para a precificacdo de opc¢des. Sua simplicidade e elegdncia matematica o tornaram
um dos pilares da teoria financeira moderna, sendo amplamente adotado por traders, gestores de risco
e académicos. Apesar de sua importancia histérica e da popularidade consolidada, o modelo baseia-se
em hipéteses simplificadoras que nem sempre refletem a complexidade do mercado real. O objetivo
deste artigo é examinar essas hipdteses fundamentais, identificar suas limitacdes e discutir as
implicagdes praticas para a utilizacdo do modelo no contexto dindmico dos mercados financeiros. Ao
longo deste artigo, mostraremos como os préprios precos das opcoes fornecem evidéncias claras dessas
limitacOes, revelando padrdes de risco e incerteza que ndo podem ser explicados pela estrutura classica
do Black & Scholes.

1. Os detalhes da teoria por tras de Black & Scholes: Movimento
geométrico browniano.

Para compreender a origem da formula fechada de Black & Scholes, é essencial ter um entendimento
basico de calculo estocastico. O preco de um ativo é definido como uma variavel aleatéria, caracterizada
por um movimento browniano geométrico. A formula que descreve isso é:

dSt - ﬂStdt + O-Stth
Férmula 1: Movimento Geométrico Browniano

Onde:
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S; representa o prego do ativo em um determinado instante,

dS; representa o diferencial do prego do ativo em um determinado instante,
W é o drift (uma constante),

dt é avariagao do tempo,

o é avolatilidade (também constante), e

dW; é o processo de Wiener (ou movimento browniano geométrico).

Com base nesse processo estocdstico tedrico, foi derivada a solugdo para a precificagdo de uma opgao,
gue é essencialmente o valor esperado da op¢dao no vencimento, trazido a valor presente. Em outras
palavras, considerando todo o conjunto de possiveis trajetérias que o ativo pode seguir, ponderadas pela
probabilidade de ocorréncia, calculamos o valor esperado, que é basicamente uma integral de todos os
caminhos possiveis. Como os incrementos do processo de Wiener seguem uma distribuicdo normal, o
modelo implica que os retornos logaritmicos do ativo também sao normalmente distribuidos.

2. Hipoteses basicas do modelo Black & Scholes

A elegancia e a simplicidade do modelo de Black & Scholes decorrem diretamente de um conjunto de
hipdteses que tornam o problema matematicamente tratdvel. Essas hipdteses ndao sdao, em si, “erros”:
elas representam abstracGes necessdrias para que seja possivel obter uma férmula fechada para a
precificacdo de op¢des. No entanto, ao confrontad-las com o comportamento observado dos mercados
financeiros, torna-se evidente que muitas dessas suposicdes se afastam da realidade. A seguir, discutimos
as principais hipdteses do modelo e suas implicagdes econdmicas.

2.1 Volatilidade constante

O modelo de Black & Scholes assume que a volatilidade do ativo subjacente é constante ao longo de toda
a vida da opc¢do. Em outras palavras, a incerteza associada a evolucdo do preco é tratada como um
parametro fixo, conhecido e imutavel no tempo.

Essa suposicdo é crucial para a derivacdo da fdrmula fechada, pois permite que a dindmica do preco seja
descrita de forma simples e continua. Do ponto de vista econémico, assumir volatilidade constante
implica acreditar que o ambiente de risco do mercado ndo se altera, independentemente de choques,
mudancas de regime, divulgacdo de informacdes relevantes ou variacdes no sentimento dos investidores.

Na pratica, essa hipotese ignora o fato de que a volatilidade é um reflexo direto da incerteza e das
expectativas do mercado, varidveis que estdo em constante transformacdo. Essa hipdtese, embora
conveniente do ponto de vista matematico, entra em conflito direto com a forma como o risco é
percebido e precificado pelos participantes do mercado.
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2.2 Caminho lognormal sem saltos (difusdao continua)

Outra hipdtese fundamental do modelo é que o pre¢co do ativo segue um movimento browniano
geomeétrico, o que implica trajetdrias continuas e suaves ao longo do tempo. Nesse arcabougo, o preco
pode se mover rapidamente, mas nunca de forma descontinua: ndo existem saltos instantaneos.

Essa suposicdo exclui explicitamente a possibilidade de eventos abruptos, como anuncios inesperados,
falhas operacionais, crises financeiras ou choques macroeconémicos, que frequentemente provocam
variagdes bruscas nos precgos dos ativos. Do ponto de vista matematico, a auséncia de saltos é essencial
para a construcdo de estratégias de hedge dindmico continuo, um dos pilares conceituais do modelo.

Empiricamente, os mercados financeiros estdo repletos de descontinuidades. Gaps de abertura,
movimentos overnight e interrupcdes de negociacao sao evidéncias claras de que o processo de difusdo
continua ndo captura completamente a dindmica real dos precos.

2.3 Juros constantes e auséncia de fricgoes

O modelo de Black & Scholes também assume a existéncia de uma taxa de juros livre de risco constante
ao longo do tempo, além de desconsiderar custos de transacdo, impostos, restricdes operacionais e
impactos de liquidez.

Essas hipdteses simplificam significativamente a andlise e permitem a construgao tedrica de portfélios
perfeitamente replicdveis. Contudo, elas pressupdem um mercado idealizado, no qual todos os agentes
conseguem negociar continuamente, sem custos e sem limitagdes.

Na realidade, taxas de juros variam ao longo do tempo, custos de transagdo afetam decisdes de hedge e
restricdes de liquidez podem se tornar criticas, especialmente em periodos de estresse. Embora essas
friccdes ndo sejam o foco central da critica ao modelo, elas contribuem para o afastamento entre a teoria
e a pratica.

2.4 Auséncia de assimetria e caudas gordas

Por fim, o modelo assume que os retornos do ativo subjacente seguem uma distribuicdo normal, o que
implica simetria em torno da média e baixa probabilidade de eventos extremos. Essa caracteristica esta
diretamente associada a hipdtese de volatilidade constante e a difusao continua do processo de precos.

Entretanto, evidéncias empiricas mostram que retornos financeiros apresentam assimetrias significativas
e distribuicdes com caudas mais pesadas do que a normal. Eventos extremos, embora raros, ocorrem
com frequéncia muito maior do que a prevista pelo modelo, especialmente em mercados acionarios.

Essa discrepancia tem implica¢des profundas para a precificacdo de opgdes, uma vez que instrumentos
fora do dinheiro sdo altamente sensiveis a probabilidade atribuida a movimentos extremos. Como
veremos na proxima secdo, os proprios pregos das opg¢des incorporam essa assimetria de forma explicita,
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revelando expectativas de risco que ndao podem ser explicadas pelo arcabougo cldssico do Black &
Scholes.

Essas hipdteses, quando analisadas isoladamente, podem parecer razoaveis como aproximacdes de
primeira ordem. No entanto, ao serem combinadas, elas impdem uma visdo excessivamente simplificada
do comportamento do mercado. A préoxima se¢dao confronta diretamente essas suposi¢cées com a
evidéncia empirica, utilizando os pregos das opg¢des e o uso invertido da férmula de Black & Scholes como
um instrumento para revelar como o mercado realmente precifica risco e incerteza.

3. O mercado nos diz explicitamente que as hipdteses do Black & Scholes
sao falsas: basta ouvir o que os prec¢os das op¢oes estao dizendo

3.1. O uso invertido do Black & Scholes como ferramenta de diagndstico

O modelo de Black & Scholes propde calcular o preco de uma op¢ao dado que conhecemos a volatilidade
do ativo subjacente. Observando o comportamento do mercado percebemos que a formula é utilizada
de forma inversa: dado o preco das opgdes, calculamos a volatilidade implicita que a férmula de Black &
Scholes nos indica. Isso por si sé ja nos diz muito sobre a natureza da féormula, basicamente conectando
o preco das opcdes ao processo estocdstico que rege o ativo subjacente. E como temos uma volatilidade
implicita para cada par de valores de prazo e strike, é possivel montar um mapa de como essa ligagao
acontece em cada umas dessas dimensdes.

A volatilidade que, pela hipétese do modelo de Black & Scholes, € um Unico parametro escalar, passa
empiricamente a atuar como uma grande matriz que mapeia a volatilidade por strike e vencimento. Em
outras palavras, a volatilidade empirica é uma fungao bidimensional de strike e tempo, ou uma superficie,
gue representa como o mercado espera que o ativo subjacente se comporte olhando para o futuro.

Ao ser utilizado dessa forma invertida, o Black & Scholes deixa de ser um modelo descritivo do mercado
e passa a atuar como um instrumento de leitura das expectativas implicitas dos agentes, revelando, nos
proprios precos das op¢des, as inconsisténcias entre suas hipdteses e a realidade observada.

3.2 Sorriso (smile) e skew de volatilidade

Contrariando a hipdtese de volatilidade constante, a volatilidade implicita observada no mercado varia
com o preco de exercicio (strike) e o tempo até o vencimento. Esse fenébmeno, conhecido como smile ou
skew de volatilidade, evidencia que opc¢des fora do dinheiro ou muito préximas do dinheiro apresentam
volatilidades diferentes, refletindo expectativas de risco ndo capturadas pelo modelo original.

Podemos ver isso calculando as volatilidades implicitas, mas também conseguimos olhar a série histdrica
de retornos realizados do ativo subjacente, e olhar como o histograma dos retornos se afasta da
distribuicdo normal. Nessa distribuicao realizada é possivel medir a assimetria da distribuicao, e veremos
gue esses numeros se afastam do valor esperado em uma distribuicdo normal.
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Um ponto particularmente interessante surge quando a assimetria dos retornos realizados difere
daquela implicita nos precos das opc¢des em um determinado momento do tempo. Caso um trader
acredite que essa discrepancia reflete uma precificacdo incorreta do risco, torna-se possivel estruturar
estratégias com opgdes para explorar essa divergéncia entre a visdo do mercado e a expectativa do
investidor. Por essa razao, traders de volatilidade monitoram atentamente esses deslocamentos entre
volatilidade implicita e dindmica realizada, em busca de oportunidades de captura de valor.

A existéncia persistente de smiles e skews de volatilidade é uma evidéncia direta de que o mercado nao
precifica risco de forma homogénea, rejeitando simultaneamente as hipdteses de volatilidade constante
e de retornos normalmente distribuidos implicitas no modelo classico.

3.3 Eventos de cauda (crises, gaps, circuit breakers):

O mercado financeiro estd sujeito a eventos extremos, como crises econdmicas, falhas técnicas e
interrupcdes tempordrias de negociagao (circuit breakers) que provocam quedas ou saltos abruptos nos
precos dos ativos. Esses eventos de cauda ndo sdo capturados pela hipdtese de difusdo continua do
modelo de Black & Scholes, o que limita sua capacidade de modelar e precificar adequadamente os riscos
associados a tais ocorréncias. Ao observar os histogramas de retorno do ativo subjacente, nota-se a
presenca de caudas significativamente mais pesadas do que aquelas previstas por uma distribuicao
normal. Nesse contexto, abre-se espaco para estratégias de arbitragem de volatilidade nas extremidades
da distribuicdo, em que traders compram ou vendem op¢ées deep out-of-the-money buscando explorar
a diferenca entre a volatilidade implicita precificada pelo mercado e a volatilidade que esperam realizar.

Um elemento central para entender esse comportamento é a aversao ao risco dos investidores. Os
investidores em geral sofrem muito mais quando acontece queda no valor dos seus investimentos do
gue tém de felicidade com um ganho da mesma magnitude. Por conta desse efeito, os investidores
acabam pagando um prémio para que seus investimentos tenham perdas limitadas, mas nao pagariam
0 mesmo prémio para um ganho aumentado em uma alta. Temos aqui entdo um desequilibrio entre o
valor de prémio para protegao, resultando entdo em um aumento do preco das opg¢des de venda com
strikes baixos (naturalmente onde se encontram as caudas de baixa). Quer dizer, ao mesmo tempo que
vemos crashes nas bolsas, empresas que tém eventos negativos e uma queda acentuada no preco de
suas acoes, os investidores por outro lado tém receio desses efeitos bem conhecidos, e acabam pagando
prémios altos por essas protecdes, causando uma elevacdo na volatilidade implicita das opg¢des com
strikes muito baixos.

Nesse contexto, um trader, que ndo tenha um viés de aversao ao risco como o investidor comum, poderia
se aproveitar e vender essas opg¢des com prémio elevado, acima do esperado, para realizar lucro no
médio e longo prazo. Mas aqui mora um perigo escondido, naturalmente, uma vez que aconteca um
evento de cauda desses, o prejuizo causado ao portfélio do vendedor dessas opcdes pode ser grande.
Cabe aqui um controle de risco rigoroso para que os prejuizos, quando acontecerem, estejam dentro de

um limite razoavel.
5
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Eventos de cauda expdem de maneira clara o limite estrutural do modelo de Black & Scholes: quando os
riscos mais relevantes sao justamente os extremos, um modelo que os trata como praticamente
impossiveis inevitavelmente subestima o verdadeiro custo da protecao.

3.4 Volatilidade “em clusters”:

A volatilidade do mercado tende a se agrupar em periodos prolongados de alta ou baixa intensidade,
fendmeno conhecido como cluster de volatilidade. Em geral, esses regimes de alta volatilidade surgem
apods a ocorréncia de eventos de cauda, sejam eles de natureza sistémica, como crises financeiras, ou
idiossincratica, como eventos especificos a um ativo ou setor.

Apds um choque dessa natureza, observa-se um aumento praticamente imediato da volatilidade
implicita em toda a superficie de opc¢Ges. A estrutura a termo da volatilidade sofre um deslocamento
para cima, com elevagdes mais pronunciadas nos vencimentos mais curtos e efeitos mais moderados nos
prazos mais longos. Além disso, o aumento da volatilidade tende a ser mais intenso no lado do
movimento recente do ativo subjacente: em episédios de queda, por exemplo, opcdes de venda com
strikes mais baixos passam a embutir volatilidades significativamente maiores do que op¢des de compra
com strikes mais altos, refletindo a assimetria do risco percebido pelo mercado.

Esse ajuste inicial ocorre de forma quase instantanea, a medida que os precos das opg¢des incorporam o
novo nivel de incerteza, porém os efeitos do choque ndo se dissipam com a mesma velocidade. A
volatilidade realizada nos dias subsequentes tende a permanecer elevada, indicando que o mercado
atravessa um periodo prolongado de maior instabilidade. Embora, ao longo do tempo, a volatilidade
apresente um comportamento de reversdo a média, esse processo é gradual, fazendo com que episddios
de alta volatilidade se organizem em clusters temporais.

Do ponto de vista econdmico, essa persisténcia estd associada a incerteza residual deixada pelo evento
inicial, a reavaliagdao continua dos riscos por parte dos agentes e a demanda sustentada por instrumentos
de protecao. Essa caracteristica temporal da volatilidade contradiz diretamente a hipdtese de volatilidade
constante do modelo de Black & Scholes e evidencia que a incerteza do mercado ndo é homogénea ao
longo do tempo, afetando de forma relevante a precisdo das previsdes e estratégias baseadas no modelo
classico.

Esse comportamento é amplamente documentado na literatura empirica e motivou o desenvolvimento
de modelos de volatilidade condicional e volatilidade estocdstica, nos quais a propria incerteza passa a
ter dindmica propria.

Uma vez reconhecidas essas evidéncias empiricas, torna-se natural questionar se é possivel construir
modelos que preservem a elegancia matematica do modelo de Black & Scholes, mas que incorporem de
forma explicita essas caracteristicas observadas no mercado.
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4. Consequéncias praticas das limitacoes do modelo

Em func¢do das limitagdes do modelo de Black & Scholes, diversos matematicos e financistas tentam criar
uma férmula ou no minimo modelar a volatilidade como uma variavel aleatdria, governada por seu
proprio processo estocastico. Modelos de volatilidade estocastica, como o de Heston, surgem
exatamente para reconciliar a teoria com a evidéncia empirica observada na superficie de volatilidade
implicita. Na pratica, Black & Scholes continua sendo a ferramenta que o mercado utiliza para estimar a
volatilidade implicita, calibrar os precificadores de op¢des e nortear o mercado. Esses modelos de
volatilidade estocastica entram para tentar gerar uma precificagdo mais consistente, que leva em
consideragdo muitas dessas caracteristicas que falamos nesse artigo. Também é utilizado para estimar
risco de portfélios expostos a prejuizos nas caudas de retorno e com portfélios com alta exposicdo em
vega e assimetria de volatilidade implicita.

A principal limitagao do Black & Scholes ndo esta na férmula em si, mas na rigidez de suas hipdteses.
Uma vez que a volatilidade observada no mercado apresenta dinamica prépria, torna-se natural modela-
la como um processo estocastico, sujeito a choques, persisténcia e reversdao a média. Abaixo temos um
modelo que tenta acomodar essas evidéncias empiricas:

Modelo de Heston (1993)

{ dSt == “’St + \/U_t St thS
dvy =k (6 — vp) dt + & /v, dWY

Férmula 2: Modelo de Heston
Onde
St éodepreco noinstante t,
dS; é o diferencial de prego no instante t,
i é o drift (constante),
v, € avariancia, agora um processo estocastico (\/v_t é a volatilidade no instante t),
thS € o processo de Wiener com relacdo ao preco no instante t,
dWY é o processo de Wiener com relagdo a variancia no instante t,
dWs e dWY tem correlagdo p
0 é a variancia no longo prazo, conforme t tende ao infinito, v, tende a 6
K é a velocidade de reversao a média da variancia,

¢ é a volatilidade da volatilidade, que determina a variancia de v;
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Apesar da notagdao mais carregada, a intuicdo econ6mica do modelo é bastante clara:
A volatilidade:

e \Varia ao longo do tempo
e Reverte para uma média de longo prazo (6)

A volatilidade da volatilidade (£) controla qudo erratica ela é
A correlagdo (p) entre os Brownianos gera:

e Skew negativo em agdes
e Smile em FX

5. Experiéncias de mercado

Eventos extremos fornecem alguns dos exemplos mais claros das limita¢des praticas do modelo de Black
& Scholes. Durante periodos de estresse agudo, as hipdteses de volatilidade constante, difusdo continua
e distribuicdo lognormal dos precos tornam-se particularmente frageis, expondo riscos que nao sdo
capturados pelo arcabouco classico.

Um caso emblematico ocorreu durante a crise do COVID-19, em abril de 2020, quando o contrato futuro
de petrdleo WTI chegou a ser negociado a precos negativos. Esse episddio ndo apenas representou um
evento de cauda extremo, como também violou de forma explicita uma das premissas centrais do
modelo: a lognormalidade do prego do ativo subjacente, que, por construcdo, impede precos negativos.
Naquele contexto, a combinacdao de colapso na demanda, limitagdes de armazenamento e dinamica
especifica do mercado futuro levou a um comportamento de precos que estava completamente fora do
espaco de possibilidades do modelo de Black & Scholes.

Do ponto de vista da precificacdo de opcdes, episédios como esse evidenciam o risco de se utilizar
modelos baseados em hipdteses excessivamente restritivas. Volatilidades implicitas dispararam, a
superficie de volatilidade sofreu deslocamentos abruptos e estratégias de hedge continuo mostraram-se
insuficientes diante de movimentos descontinuos e assimétricos. Modelos calibrados em regimes
“normais” falharam em antecipar a magnitude e a natureza dos riscos observados.

Na pratica, traders e gestores de risco experientes precisaram, em muitos casos, abandonar
completamente o uso do modelo de Black & Scholes. Afinal, um modelo baseado em precos
lognormalmente distribuidos é incapaz, por construcdo, de precificar opcdes cujo ativo subjacente pode
assumir valores negativos. Diante desse cendrio, alguns participantes recorreram ao modelo de Bachelier,
gue ndo impde a restricdo de positividade dos precos, enquanto outros optaram por reduzir exposicoes
ou utilizar modelos alternativos mais adequados ao novo regime de mercado. Mais do que uma anomalia
isolada, o episddio do petréleo negociado a pregos negativos ilustra como, em situacbes extremas, o
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mercado pode transitar para regimes nos quais a intuicdo econdmica e as condi¢cdes de mercado se
sobrepGem as suposi¢cdes matematicas cldssicas.

Essas experiéncias de mercado reforcam a ideia central deste artigo: o modelo de Black & Scholes é
elegante e extremamente Util, mas sua aplicacdo pratica exige consciéncia critica de suas hipdteses. Em
ambientes de estresse, sdo justamente essas hipdteses que deixam de ser validas, tornando
indispensavel uma abordagem mais flexivel e adaptativa para a gestdo de risco e a precificacdo de
derivativos.

Conclusao

O modelo Black & Scholes permanece uma ferramenta fundamental e elegante para a precificagcdo de
opcOes, gracas a sua formulacdo matematica clara e aplicabilidade pratica. No entanto, suas hipdteses
simplificadoras limitam sua capacidade de descrever completamente o comportamento do mercado real,
gue é marcado por volatilidade variavel, eventos extremos e friccdes. Para lidar com essas limitagdes, é
essencial complementar o modelo com ajustes praticos, como a utilizacdo da superficie de volatilidade
implicita, e integrar outras abordagens que considerem a complexidade do mercado. A analise critica e
a adaptacdo continua sdo, portanto, indispensaveis para o uso eficaz de modelos financeiros em
ambientes reais e dinamicos.

Compreender essas limitagdes ndo diminui a importancia do Black & Scholes, ao contrario, permite
utiliza-lo de forma mais consciente, critica e eficaz em um mercado que esta longe de ser estatico ou
perfeitamente normal.
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